


[l teorema di Bayes lega la misura di probabilita condizionata di un evento, detta
“a posteriori’, alla misura di probabilita dello stesso evento, detta “a priori”.

Dati due event1 A e B

P(A]/B) viene detta probabilita “a posteriori” poiché permette di calcolare la
probabilita di A, sapendo che si1 e verificato o si verifichera B.

P(B/A)+P(A/B)
probabilita di B condizionata da A # probabilita di B condizionata da A

P(A) e P(B) sono probabilita a priori

ANB=Bn A P(A n B)= P(Bn A) ma:

P(An B)=P(A) P(B|A)

P(Bn A)=P(B) P(A|B)

P(A|B) P(B)
P(A)

P(BIA) =



Il teorema di Bayes ¢ detto anche teorema della probabilita
delle cause, e s1 pud applicare in moltissimi campi giuridico,
economico e sociale.

¢ importante valutare la probabilita che la
causa di un dato reale e oggettivo (I’esito del test)sia proprio
la presenza della malattia
LLa diagnostica medica € di tipo sperimentale pertanto 1 test
diagnostici reali hanno un margine di errore non trascurabile,
risultando positivi per alcuni soggetti sani (falsi positivi) e
negativi per alcuni soggetti malati (falsi negativi), come si
vede nella figure successive.



Situazione ideale:
pazienti malati sono veri positivi VP
pazienti sani sono veri negativi VN.

Non abbiamo né falsi positivi FP(pazienti
In realta sani ma che risultano positivi al
test), né falsi negativi FN (pazienti malati
che risultano negativi al test).

Dopo aver scelto un opportuno valore di
cut-off, supponiamo di sottoporre 44
persone a un test, di cui 20 sono malate e
24 sane. |l test ideale le classifica tutte
correttamente, come rappresentato in

figura
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Rappresentazione piu
verosimile della realta e la seguente: -

» pazienti sani in cui il test da un
valore maggiore del cut-off scelto, e
vengono classificati falsamente
come positivi FP,

» pazienti malati in cui il test da un
valore maggiore del cut-off,
classificati dunque falsamente come
negativi FN.

Notiamo che scegliendo un valore di
cut-off maggiore, quindi spostando a
destra la linea tratteggiata, si avranno
meno falsi positivi. Viceversa,
scegliendo un cut-off minore,
spostando la linea a sinistra, si
otterranno meno falsi neaativi.
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SENSIBILITA C/

Probabilita che il test sia positivo se un
individuo & malato. Capacita di classificare
correttamente i soggetti malati.

ALTA SENSIBILITA: pochi falsi negativi.

SPECIFICITA

Probabilitd che il test sia negativo se un
individuo & sano. Capacita di classificare
correttamente i soggetti sani.

ALTA SPECIFICITA: pochi falsi positivi.
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La dott.ssa Giulia sospetta che |l
proprio paziente Mario abbia una
certa malattia. Per validare la sua
ipotesi lo sottopone a un fest
diagnostico efficace al 99%, cioe in
grado dirilevare la presenza (o
I'assenza) della malattia nel 99% dei
casl.

Sapendo che solo I'1% degli
abitanti del paese di Mario hanno
quella determinata malattia, qual e
la probabilita che, se il test dovesse
dare esito positivo, Mario sia
effettivamente malatoe




In altri termini, quanto é affidabile il risultato del test?
Cerchiamo quindi di formalizzare 1l problema, vedendo una semplice applicazione
del teorema di Bayes

In termini probabilistici: noi conosciamo P(+| M), la sensibilita, e vogliamo trovare P(M | +), il valore
predittivo del test. Con P(M) indichiamo la prevalenza della malattia, ovvero quanto e diffusa la
malattia nella popolazione, con P(S) la probabilita di essere sani, con P(+) la probabilita che il test
risulti positivo, e applichiamo il teorema di Bayes:

0.99 = 0.01

P(+IM)P(M) P(+|M)P(M)

P(M|+) = = 0.5 =50%

0.99 * 0.01 + 0.01 = 0.99

P(+) T P(+|MYP(M) + P(+]S)P(S)

50% valore predittivo positivo del test € un risultato piuttosto scadente nonostante il test abbia
sensibilifa e specificita elevate. La probabilitd che un individuo positivo sia malato non e
soddisfacente, perché questo valore dipende in larga misura anche da quanto e diffusa la
malattia nella popolazione. Per rispondere alla domanda iniziale si potrebbe procedere in due
modi: o si utilizza un test con performance migliori, o siripete il test piu volte



Perché fare due tamponi per capire se si € guariti dal Coronavirus?

Fino a non molto tempo fa, per essere sicuri che un paziente affetto da
COVID-19 fosse guarito, si effettuavano 2 tamponi a distanza di 24 ore
'uno dall’altro. Se 'esito di entrambi era negativo allora si poteva
affermare con una certa sicurezza che 1l paziente fosse guarito

0.95 % 0.75

iy VI v i S " GO,
P(S1-) = 5957075 + 0.05 * 0.25 "

Supponiamo che 1l test diagnostico utilizzato abbia specificita e sensibilita
del 95% e calcoliamo, P(S|-), il valore predittivo negativo del test,
assumendo una prevalenza del 25%. Quindi 1l paziente ha probabilita del
98% di essere guarito.



Ripetiamo ora 1l test, applicando di nuovo il teorema di Bayes,
agglornando opportunamente la probabilita che 1l paziente sia sano. La
probabilita € salita ben al 99,8%! Inoltre, come possiamo intuire, il
valore predittivo negativo in funzione della prevalenza ¢ decrescente,
quindi meno ¢ diffusa la malattia piu il valore predittivo si avvicina al

1 O O % . : VALORE PREDITTIVO

P(—|S)pP(s|-) _ 0,95%0,98
P(—|S)pP(S|—)+P(—|M)P(1-S|-) 0,95+0,98+0,050,02

La probabilita e salita a99 8%

P(S|-) = =0,995=99,8

02 0.4 06
PREVALENZA

P(-/M) e P(-]S) sono, rispettivamente, le probabilita che il test risulti positivo
sapendo che il paziente é malato (sensibilitd), e che il test risulti negativo
sapendo che paziente é sano (specificitad). Si tratta di probabilita condizionate
perché sappiamo che l'evento a destra della barretta verticale si é verificato



ECOGRAFIA

Si considerino 1 seguenti eventi
relativi alla nascita di un bambino:

M 1]l nascituro € maschio
1]l nascituro € femmina
EM1'ecografia prevede “maschio”

EF l'ecografia prevede “femmina”




Si consideri dapprima la probabilitd che due eventi
si verifichino entrambi (probabilitd congiunta):

P(M.EM)

Valgono le seguenti espressioni:

P(M.EM) = P(M | EM) P(EM)

P(M.EM) = P(EM | M) P(M)




Teorema di Bayes
AN

rQuindi:
P(M|EM) P(EM) = P(EM | M) P(M)
OSSIO

P(M | EM) :P(EMP\(EAN)‘)P(M)

\.




ESEMPIO Supponiamo
P(M) =0.5 P(F) = 0.5

PEM|M)=0.9  P(EM|F)=0.05

* e di conseguenza

P(EFIM)=0.1  P(EF|F)=0.95




P(EM) = P(EM |M) P(M) + P(EM |F) P(F)=0.9 0.5 + 0.05 0.5 = 0.475
P(EF) = 1- P(EM) = 0.525
Possiamo ora applicare la formula di Bayes

P(EM | M) P(M) _o0905

PIMIEM) ==—BEM)" 0475

= 0,947

P(EF|F) P(F) _0,9 05

PIFIEF) ==—=pER 0525

=0,904
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